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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, важнейшим элементом мем-
бранных процессов газоразделения, получающих 
все большое применение в химической и других 
областях промышленности [1–12], является мем-
брана, характеристики которой, такие как газо-
проницаемость, диффузия и  растворимость газа 
в ней, в значительной степени влияют на эффек-
тивность таких процессов. 

В настоящее время для определения указанных 
параметров газопереноса достаточно хорошо раз-
работаны математические методы для их нахож-
дения из экспериментальных данных по кинети-
ке сорбции [13–16] и  газопроницаемости, среди 
которых наиболее часто в практике используется 
метод времени запаздывания (МВЗ). Данный ме-
тод впервые был предложен в работе [17] и актив-
но используется для нахождения проницаемости, 
диффузии и растворимости газа в различных од-
нослойных мембранных материалах [18–24]. 

Отметим, что  МВЗ может быть применен 
только для однослойных гомогенных мембран. 

Однако в  настоящее время в  связи с  активной 
разработкой бислойных мембран, которые по-
лучают все большее практическое применение 
в газоразделительных и других мембранных про-
цессах [25–34], актуальным становится моди-
фикация данного метода для определения всех 
параметров газопереноса мембранных слоев 
бислойной мембраны. Схематически бислой-
ная мембрана представлена на рис. 1. Как видно 
из рис. 1, она состоит из двух мембранных сло-
ев – селективного слоя (1), нанесенного на под-
ложку (2). 

В  рамках модели “последовательных со-
противлений” было показано [35], что прони-
цаемость бислойной мембраны определяется 
проницаемостью каждого ее  отдельного слоя 
из выражения:

1 1 1

1 2P P P
= + ,                               (1)

где  P, P1, P2 – коэффициенты проницаемости 
бислойной мембраны, селективного слоя и под-
ложки соответственно. 
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Однако следует заметить, что проницаемости 
селективного слоя и  подложки в  сформирован-
ной бислойной мембране в общем случае неиз-
вестны. Как показывают исследования по  газо-
разделению, расчет с помощью соотношения (1) 
проницаемости бислойной мембраны с  учетом 
коэффициентов газопроницаемости, получен-
ных для каждого слоя в  отдельности, выполня-
ется не  всегда [36]. Причинами наблюдаемых 
отклонений могут быть изменения структу-
ры селективного слоя или подложки, либо как 
следствие, их  диффузионных и  сорбционных 
характеристик, например, при модификации се-
лективного слоя или подложки, либо возникно-
вение дополнительного сопротивления на  гра-
нице двух слоев [37–38] при  формировании 
бислойной мембраны. 

Очевидно, чтобы установить эти причины 
и  корректно оценивать проницаемость мембра-
ны, необходимо разработать математическое 
описание метода времени задержки в случае бис-
лойной мембраны, позволяющее количественно 
определять значения параметров газопроницае-
мости ее мембранных слоев, что также позволи-
ло бы оценивать влияние применяемых методов 
формирования бислойной мембраны на  транс-
портные свойства ее  слоев и  направленно про-
гнозировать создание более эффективных мем-
бран. 

Целью данной работы является разработка мо-
дифицированного метода времени запаздывания 
для определения коэффициентов газопереноса 
мембранных слоев бислойной мембраны. 

МОДИФИЦИРОВАННАЯ МОДЕЛЬ 
ВРЕМЕНИ ЗАПАЗДЫВАНИЯ В СЛУЧАЕ 

БИСЛОЙНОЙ МЕМБРАНЫ
Традиционная экспериментальная установка 

для реализации метода времени запаздывания 
состоит из  однослойной мембраны свободной 
от газа, разделяющая два фиксированного объе-
ма VI и VII, в которых первоначально поддержива-
ется высокий вакуум (рис. 1а). Затем объем VI бы-
стро заполняется газом при давлении p0, который 
постепенно проникает через мембрану в VII, что 
приводит к снижению давления в VI и его повы-
шению в VII. Изменения давления в этих объемах 
непрерывно контролируются датчиками давле-
ния (рис. 1б). 

Рассмотрим процесс газопроницаемости через 
бислойную мембрану, помещенную в  экспери-
ментальную установку для реализации метода вре-

мени запаздывания (рис.  1а). В  дальнейшем для 
простоты рассмотрения будем полагать, что  VI = 
= VII = V. Будем предполагать, что изменения дав-
ления в обеих камерах относительно малы и кон-
центрация газа в  объеме  VII практически равна 
нулю.

Из баланса массы газа в объемах VI и VII полу-
чим выражения, описывающие изменения давле-
ния газа в этих объемах:

p t p
SRT

V
J l t dt p t

SRT
V

J l t dtI II

t t

( ) = − −( ) ( ) = ( )∫ ∫0 1
0 0

2, , , ,

p t p
SRT

V
J l t dt p t

SRT
V

J l t dtI II

t t

( ) = − −( ) ( ) = ( )∫ ∫0 1
0 0

2, , , ,                     (2)

где  p tI ( )  и  p tII ( )  – давления в  объемах  VI и  VII 
соответственно,  li – толщина i-го слоя,  J l t−( )1,  
и  J l t2,( )  – входящий и  выходящий диффузион-
ные потоки газа из  мембраны соответственно,  
S – площадь мембраны,  R – газовая постоян-
ная, T – абсолютная температура.

Из  выражений  (2) следует, что для опреде-
ления изменений давления в  соответствующих 
объемах необходимо определить количество 
продиффундировавшего газа из  объема  VI через 
границу селективного слоя в  композиционную 
мембрану  Q t J l t dtI

t

( ) = −( )∫ 1
0

,  и  количество газа 
Q t J l t dtII

t

( ) = ( )∫ 2
0

, , вышедшего из  подложки 
в объем VII за время t.

Заметим, что в установке возможно два спосо-
ба пространственного расположения бислойной 
мембраны. Рассмотрим каждый из них в отдель-
ности.

Случай 1. Поверхность селективного слоя кон- 
тактирует с  газом в  объеме  VI при давлении p0, 
а  внешняя поверхность подложки контактирует 
с VII при очень низком давлении (рис. 1а). 

Будем предполагать, что перенос газа в  ка-
ждом слое лимитируется только диффузией:
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                (3)

где Ci(t,x) и  Di – распределения концентраций 
газа и  его коэффициенты диффузии в  i-ом слое 
(i = 1 – селективный слой, i = 2 – подложка), li – 
толщина i-го слоя.
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Будем полагать, что на границах селективный 
слой/газ, селективный слой/подложка и подлож-
ка/газ установилось термодинамическое равно-
весие и  справедливы равенства химических по-
тенциалов на соответствующих границах [37]:

αµ µ0 01 1 1g B I Bk T p k T C t l+ ( ) = + −( )( )ln ln , ,   (4)

αµ µ01 1 02 20 0+ ( )( ) = + ( )( )k T C t k T C tB Bln , ln , ,  (5) 

αµ µ0 02 2 2g B II Bk T p k T C t l+ ( ) = + ( )( )ln ln , ,  (6)

где m0i, m0g – стандартные химические потенциа-
лы газа в мембранных слоях и в газе на границе 
с мембраной при нормальных условиях, kB – по-
стоянная Больцмана. 

Будем, как и в случае однослойной мембраны, 
полагать, что изменения давления в обеих каме-
рах относительно малы, так что давление газа pI 
в VI практически не изменяется и pI = p0, а давле-
ние pII в VII практически равно нулю pII = 0. Тогда 
на соответствующих внешних и внутренней гра-
ницах мембраны выполняются следующие соот-
ношения:
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Из  непрерывности потока газа на  границе 
мембранных слоев следует:
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Полагаем, что в начальный момент в мембра-
не нет газа, тогда:
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С помощью переменных ξi
i

x
l

= , C K pi ig0 0=  – 

равновесные концентрации адсорбированного газа 

в  i-ом мембранном слое,  γ i
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g g
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K l K l
=
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 – 

относительная доля адсорбированного газа  
в i-ом мембранном слое при установлении адсорб

ционного равновесия,  c t
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и  P
D K
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i ig

i
=  – характерное время диффузии  

и коэффициент проницаемости газа в i-ом мем-
бранном слое, уравнения (3), (7)–(9) были пред-
ставлены в  безразмерном виде, а  затем, после 
применения к  ним преобразования Лапласа, 
были записаны в виде:
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Решения уравнений (10) описываются следу-
ющими выражениями:

c A e B e c A e B e1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 = + = +− −α ξ α ξ α ξ α ξ, ,   (13)

где Ai и Bi – неизвестные коэффициенты. 
Подставляя (13) в (11)–(12), получим:
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где  d Du=
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Из системы (14) находим:
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Запишем QI (t) и QII (t) в безразмерном виде:
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Применив к  (17) преобразование Лапласа, 
с учетом (15)–(16) получим:
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Разложив соотношения  (18) по  s при  s → 0 , 
после трудоемких преобразований и  выполне-
ния обратного преобразования Лапласа, получим 
при больших временах t → ∞:
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С учетом (2) и (19) находим изменения отно-
сительного давления в объеме VI и VII при боль-
ших временах:

∆
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где α∆p t p t pI I( ) = ( )− 0 , α∆p t p tII II( ) = ( ), 

P
P

Du
=

+( )
2

1  – коэффициент проницаемости 

бислойной мембраны, θlag1 и  –θ12 – времена за-
паздывания изменения давления в объеме VII и VI 
соответственно. 

Как видно из  (20), экспериментальное значе-
ние коэффициента проницаемости бислойной 
мембраны P можно определить по углу наклона ϕ 
(рис. 1б) наблюдаемых экспериментально зависи-
мостей изменения давления в любом из объемов 
в установке для времени запаздывания при боль-
ших временах. Кроме того, из  (20) также следу-
ет, что коэффициент проницаемости бислойной 
мембраны зависит от коэффициентов проницае-
мостей мембранных слоев по формуле (21), кото-
рая совпадает с известным выражением (1):

P
V

SRT
P

P

Du P P
= =

+( )
= +










−

tg  ϕ , .2

1 2

1

1

1 1    (21)

Заметим, что полученное выражение для θlag1 
зависит от трех параметров – t1, z, Du, что не по-
зволяет определить все параметры газопроница-
емости мембраны и ее слоев. Поэтому, в отличие 
от традиционного метода времени запаздывания, 
в  случае однослойной мембраны необходимо 
привлечение дополнительных эксперименталь-
ных данных. Заметим, что полученное выра-
жение для времени запаздывания изменения 

давления в VI θ
τ

12

1
2 3 3

3 1
= −

+ + +





+( )
Du Du z Du

Du Du
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совместно с θlag1 также не позволит найти указан-
ные параметры. Поэтому нами был рассмотрен 
случай 2 при другом пространственном располо-
жении бислойной мембраны.

Случай 2. Поверхность подложки контакти-
рует с  объемом  VI, а  селективный слой контак-
тирует с объемом VII при очень низком давлении 
(рис. 2а). 

В этом случае в рамках всех сделанных ранее 
допущений газоперенос через мембрану описы-
вается следующей безразмерной системой урав-
нений:

 

α
ξ

ξ

α
ξ

ξ

2
2

2

2
2

2
2 2

1
2

1

2
1

1
2 1

1 0

0 1

c
c

c
c









=
∂
∂

− ≤ ≤

=
∂
∂

≤ ≤

, ,

, ,

 

                 (22)

  c s
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c s2 11
1

1 0 , , , ,−( ) = ( ) =                 (23)
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 (24)
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Δp/p0

I

II

t

ба

φ

θ12 θlag1

φ

x

VII

БМ
–l1

l2

01
2

Рис. 1. Схематическое изображение экспериментальной установки времени запаздывания (а): БМ – бислойная мем-
брана, 1 – селективный слой, 2 – подложка; изменения относительного давления в соответствующих объемах экспе-
риментальной установки в случае 1 (б): θ12 и θlag1 – времена запаздывания давления в объемах VI и VII.

VI p0

Δp/p0

I
II

t

ба

φ

θ21 θlag2

φ

VII

БМ
l1

–l2
0
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Рис. 2. Схематическое изображение экспериментальной установки времени запаздывания (а): БМ – бислойная мем-
брана, 1 – селективный слой, 2 – подложка; изменения относительного давления в соответствующих объемах экспе-
риментальной установки в случае 2 (б): θ21 и θlag2 – времена запаздывания давления в объемах VI и VII. 
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Решения уравнений (22) описываются следу-
ющими выражениями:

  с A e B e1 1 1
1 1 1 1 = + −α ξ α ξ ,

  с A e B e2 2 2
2 2 2 2 = + −α ξ α ξ .                  (25) 

где Ai и Bi – неизвестные коэффициенты. 

Подставляя (25) в (23)–(24), получим:
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                 (26)

Из системы (26) находим:

  A
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2
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1= − =− α , ,               (27)
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где W d e e d e e2
2 21 12 1 2 2 1 2= +( ) −( ) + −( ) −( )





− + − − −α α α α α α( ) ( ) .

W d e e d e e2
2 21 12 1 2 2 1 2= +( ) −( ) + −( ) −( )





− + − − −α α α α α α( ) ( ) .

Запишем QI (t) и QII (t) в безразмерном виде:

  q t j t dtI

t

I( ) = ( )∫ 0
,  q t j t dtII
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II( ) = ( )∫ 0
,      (29)
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Применив к  (29) преобразование Лапласа, 
с учетом (27)–(28) получим:
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e q s
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Разложив соотношения  (30) по  s при  s → 0 
и выполнения обратного преобразования Лапла-
са, получим при больших временах:
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где θ
τ

lag

z Du z

Du2

1 3 3 1

6 1
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
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+( ) , 
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21
1 2

3 1
3 3=

+( )
+ + +
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
Du Du

z Du Duz Du z .

С учетом (31) находим изменения относитель-
ного давления в объеме VI и VII при больших вре-
менах:

 
∆ ∆p t

p
P t

p t

p
P tII

lag
I( )

= −( ) ( )
= −( )

0
2

0
21θ θ, ,  (32)

где α∆p t p t pI I( ) = ( )− 0, α∆p t p tII II( ) = ( ), 

θlag 2  и  –θ21  – времена запаздывания изменения 
давления в объеме VII и VI соответственно.

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ

Из  (15), (27) следует, что время запаздыва-
ния изменения давления в объеме VII не зависит 
от расположения бислойной мембраны (так как 

θ θ θ
τ

lag lag lag

z Du z

Du1 2

1 3 3 1

6 1
= = =

+( )+ +( )





+( )
� �

),

а в объеме VI  зависит (так как θ12 ≠ θ21.



МЕМБРАНЫ И МЕМБРАННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ       том 15       № 2      2025

147МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД ВРЕМЕНИ ЗАПАЗДЫВАНИЯ

Также заметим, что если мембрана однослой-
ная, например состоит только из  селективного 

слоя толщиной l1, а  l2 = 0 , то из (19) получим, что 

времена запаздывания  θlag

l
D1
1

2

16
=  и  –θ12

1
2

13
=

l
D

 

совпадают с  соответствующими выражениями 
для времен запаздывания в  случае однослойной 

мембраны  θlag

l
D

= 1
2

16
 и  − =�θ12

1
2

13
l
D

.

Для нахождения всех параметров газопере-
носа каждого слоя методом времени задержки 
с учетом (19) и (31) в общем случае необходимо 
решить следующую систему нелинейных уравне-
ний:
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.      (33)

Анализ системы  (33) показал, что она может 
быть решена относительно неизвестных параме-
тров t1, z, Du численно или сведена к алгебраиче-
скому уравнению 4‑го порядка, аналитическое 
решение которого содержит 4 корня, однако 
данные способы решения для практического ис-
пользования неудобны. Более тщательное иссле-
дование позволило предложить простой способ 
нахождения всех параметров газопереноса в сло-
ях бислойной мембраны, который заключается 
в  нахождении из  экспериментальных данных 
времен задержки для двух рассмотренных распо-
ложений бислойной мембраны в установке МВЗ 
следующего параметра:

  L lag

lag

= −
+( )+

θ
θ θ θ12 21 2

.                (34)

В то же время, с учетом полученных в работе 
теоретических выражений (33), данный параметр 
равен:

  L
Du z Du z

Duz Du z

Du
=

+( )+ +( )



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+ + +[ ]
=

3 3 1

6 2 2 6 2
.        (35)

С учетом (34)–(35) вычислим значение пара-
метр Du = 2L. Поскольку  Du

P
P

= 2

1

, то  находим 

P2 = 2LP1, а  затем, с  учетом  (21) и  эксперимен-
тально найденных значений проницаемости бис-
лойной мембраны  P и  L, несложно определить 
значения проницаемостей каждого мембранного 
слоя:
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, .             (36)

С  помощью экспериментально полученных 
θ12 и θ21 и соотношений (33) вычислим значение z 
из следующего выражения:

  z
Du Du Du

Du Du Du
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где  ρ
θ
θ

= 12

21

.

Далее, с  учетом  (37) и  экспериментального 
значения  θlag и вычисленного Du определим ха-
рактерные времена диффузии в  соответствую-
щих мембранных слоях:

τ θ τ τ1 2 1

6 1

3 3 1
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=lag

Du

z Du z
z, .   (38)

Теперь несложно вычислить коэффициенты 
диффузии мембранных слоев из следующих вы-
ражений:

  D
l

D
l

1
1
2

1
2

2
2

2

= =
τ τ

, .                        (39)

Коэффициенты растворимости вычислим 
с учетом рассчитанных выше параметров по фор-
мулам:

  K
P

l
K

P
l1

1 1

1
2

2 2

2

= =
τ τ

, .                  (40)

Таким образом, с  помощью предложенного 
подхода мы  можем определить параметры газо-
переноса всех слоев мембраны. 

Отметим важный частный случай, когда под-
ложка обладает заметно более высокой проница-

емостью, чем селективный слой, т.е. Du
P
P

= 2

1

1 . 
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Тогда достаточно воспользоваться эксперимен-
тальными данными по изменению давления, на-
пример только для случая 1, и  соотношения-
ми (19). Тогда:

  P P
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lag= =
+( )
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12
1

3 1

6 3
, , .θ

τ
θ

τ
     (41)

Отсюда вычислим основные параметры селек-
тивного слоя из  экспериментальных значений 
времен задержки:
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые для определения параметров газопе-
реноса мембранных слоев бислойной мембраны 
предложен модифицированный метод времени 
запаздывания. Получены теоретические выра-
жения для времени запаздывания изменения 
давления газа в  ячейках мембранной установки 
с  бислойной мембраной. Показано, что время 
запаздывания изменения давления в  объеме VII 
не зависит, а в VI зависит от пространственного 
расположения бислойной мембраны. Установ-
лено, что для нахождения всех параметров газо-
переноса мембранных слоев необходимо экспе-
риментально определить времена запаздывания 
изменения давления для двух различных распо-
ложений мембраны по отношению к входящему 
в мембранную установку газу. Предложен метод, 
позволяющий с  помощью полученных анали-
тических выражений и  соответствующих экс-
периментальных времен запаздывания опреде-
лять не  только газопроницаемость бислойной 
мембраны, но  и  газопроницаемости ее  слоев, 
а  также их  коэффициенты диффузии и  раство-
римости. Предложенный метод также может 
быть использован для оценки степени влияния 
различных методов модификации мембранных 
слоев и  способов формирования бислойной 
мембраны на  параметры газопереноса мембра-
ны и ее слоев.
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Modified Lag Time Method for Determination of Gas Transfer Parameters  
of Membrane Layers of Bilayer Membrane
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For the first time, a modified lag time method has been developed to determine the gas transfer parameters 
of  layers of  bilayer membrane. Analytical expressions for  the  lag time of  gas pressure change depending 
on the position of the bilayer membrane in the membrane system are obtained. For the first time, a method 
is proposed to determine the permeabilities, diffusion coefficients and gas solubility of each layer of a bilayer 
membrane. It can also be used to evaluate the degree of influence of different methods of membrane layer 
modification and methods of bilayer membrane formation on the gas transfer parameters of the membrane 
and its layers.
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